








Paradojas en la problematización del cálculo1
Concepción Valdés CastroFacultad de Matemática y Computación. Universidad de La HabanaCubaconcha@matcom.uh.cu
Resumen2Los conceptos básicos del cálculo se han formado gradualmente, a través del queha-cer de varias generaciones de hombres de ciencia en la resolución de problemasmatemáticos. Pero este no ha sido un trayecto apacible, sino sujeto a los vaivenesde las contradicciones y paradojas del camino. Sin embargo, la enseñanza tradicio-nal de esta materia pretende ilusoriamente que la iniciación de los estudiantes ensus conceptos básicos transite por un camino libre de obstáculos, aparentementedespejado con el uso del formalismo lógico. En nuestra conferencia pretendemoscompartir algunas experiencias acumuladas en varios cursos impartidos con el usode la problematización de situaciones paradójicas tomadas o inspiradas en la his-toria. Este camino adoptado oportuna y adecuadamente puede ser una vía eficazpara la superación de los obstáculos cognitivos más comunes en los estudiantes.Palabras claveparadojas, problematización del contenido, perspectiva histórica, errores, cálculo.AbstractThe basic concepts of calculus have been formed gradually, with the work of variousgenerations of scientists in solving mathematical problems. It has not been a calmtrajectory, but has been subject to the ups and downs of the contractions andparadoxes along the way. Nevertheless, traditional teaching of this subject pretendsfalsely that in their initiation to the basic concepts students move along withoutobstacles, apparently cleared away with the use of logical formalism. We willattempt to share some experiences accumulated in various courses taught with theproblematization of paradoxical situations taken from or inspired by history. Thispath if adopted opportunely and adequately can be an effective way to overcomethe most common cognitive obstacles for students.Key wordsParadoxes, problematization of content, historical perspective, errors, calculus.
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la XIII CIAEM, celebrada en Recife,Brasil el año 2011.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.











Se ha dicho que en el lenguaje común “paradoja” puede tener diversos significados:enigma, misterio, ambigüedad, absurdo y por qué no, también disparate, pero siemprecon algo de lógica. No hay duda que las paradojas crean un ambiente efectivo parala reflexión, estimulan el examen apasionado de las hipótesis, promueven la actitudresolutiva y a fin de cuentas, nos prueban que la “lógica disparatada” y los argumentoserróneos no son tan infrecuentes en la matemática como a veces pensamos o nos hacenpensar. En toda la historia de la matemática las mentes brillantes de sus protagonistashan estado permanente y constantemente ejercitadas en la resolución de paradojas devarios tipos y niveles, sobre todo como actividad inseparable de las crisis y revolucionescientíficas.Philip Davis (1965) destacó lo que se ha calificado como “la mayor paradoja matemática”cuando afirmaba:
Es paradójico que, mientras la Matemática tiene reputación de ser una de lasmaterias que no tolera las contradicciones, en realidad posee una prolongadahistoria de coexistencia exitosa con las contradicciones.
A este tipo de juicio Kleiner y Movshovitz-Hadar (1994) lo denominan una “metapara-doja”, es decir un fenómeno paradójico de la Matemática como ciencia, no formuladoen el lenguaje específico de ninguna de sus ramas. También en la enseñanza de lamatemática podemos encontrar una metaparadoja tan antigua como la misma tarea deenseñar matemática y aún muy lejos de estar resuelta. Expresémosla con las palabrasde Henri Poincaré (1908):
¿Cómo es que hay tantos espíritus que se niegan a comprender las matemáticas?¿No hay en ello algo de paradójico? Si la matemática se sustenta sobre principiossencillos y un razonamiento lógico que apela al sentido común ¿por qué la mayoríala encuentra oscura?
Surge entonces una cuestión ¿no será que estas dos metaparadojas están estrechamenterelacionadas? En otras palabras, ¿no existirá una contradicción entre la naturalezapropia del quehacer matemático y los métodos utilizados en su enseñanza? Pensamosque una buena parte de los educadores matemáticos coincidirán con nosotros en que larespuesta es afirmativa. Entonces ¿por qué y cómo se manifiestan estas contradicciones?¿dónde podemos encontrarlas?A lo largo de la historia muchos pensadores han expresado criterios estrechamenterelacionados con el porqué y el cómo, mencionemos solo dos de ellas. En Discursodel Método, Descartes revela su insatisfacción con la instrucción matemática recibidacuando afirma:
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instruidos después de haber comenzado el estudio de las matemáticas, las olvidaranpor pueriles y vacías, o se detuvieran en su estudio por creerlas muy difíciles yembrolladas.Por su parte Polya (1974) sintetiza en forma magistral la esencia de la cuestión cuandoafirma:










la historia nos parecen adecuadas para explicar el encanto y la importancia de losasuntos del programa. Pero entre estas situaciones problemáticas destacan aquellasque se han convertido en espinosas paradojas y controversias, algunas de las cualesse resistieron durante largos años a ser sometidas. Es usual que aquellas paradojasque aparentaron en su momento la mayor inaccesibilidad y firmeza son las que die-ron lugar a la aparición de conceptos claves e incluso de nuevas teorías matemáticas,pero, también, nos revelan los conceptos más difíciles de asimilar y los puntos másescabrosos del programa de estudio.Nuestra experiencia personal ha estado fundamentalmente vinculada a la enseñanzadel Análisis Matemático o Cálculo a alumnos universitarios, incluidos aquellos que nohan recibido ninguna formación previa en las herramientas del cálculo. Por este motivo,concretaremos nuestras ideas con ejemplos tomados de esta disciplina matemática, noobstante, ideas semejantes sin duda podrán elaborarse en otras ramas de la matemática.
2 El papel de las paradojas en la Historia y la enseñanza del AnálisisMatemático
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los estudiantes en el proceso de asimilación. Durante las últimas décadas se hanencontrado nuevas funciones heurísticas para la Historia de la Matemática, que hanabierto caminos inexplorados en la Educación Matemática, uno de tales caminos esel uso de las paradojas que aparecen en el desarrollo de cualquier teoría matemática(Kleiner & Movshovitz-Hadar, 1994; Fauvel & Maanen, 2000). El término paradoja lousaremos en un sentido amplio, como una inconsistencia; podrá ser el descubrimientode un contraejemplo a una idea ampliamente aceptada, o bien una afirmación verdaderaque parece falsa, o una afirmación falsa que parece ser verdadera.Las paradojas siempre han constituido un importante reto desestabilizador para concep-ciones vigentes, convirtiéndose así en un incentivo inmejorable para el esclarecimientode las nociones y resultados básicos. De esta forma las paradojas son una de las ma-yores fuentes de estimulación para el surgimiento de nuevos conceptos, proposicionese incluso teorías matemáticas. Una buena parte de las ideas más revolucionarias enla matemática han nacido de situaciones profundamente ambiguas, en la confronta-ción de numerosas contradicciones y paradojas. Muchas de estas ambigüedades handesaparecido dentro de la matemática como ciencia, apelando a conceptos generali-zadores y abstractos, sin embargo, en los intelectos jóvenes e inmaduros muchas deestas paradojas y contradicciones seguirán estando presentes.En resumen, pretender “borrar” los conflictos y paradojas en el proceso de enseñanza-aprendizaje de la matemática, presentando al joven exclusivamente la estructura lógicay aséptica de la matemática tiene sin dudas efectos indeseables: pretende ignorar losobstáculos, en lugar de enfrentarlos, por lo que continúan presentes en la mente delestudiante y, aún peor, impide descubrir la faceta humana y creativa de la matemática.Así se proyecta la imagen de una ciencia rígida, inflexible, repleta de verdades absolutase inmutables.Las paradojas son conflictos en la ciencia matemática, la cuestión radica en cómopodemos utilizarlas de forma efectiva en la enseñanza, cómo y cuándo es ventajosoutilizar una paradoja en la creación de una situación didáctica adecuada. Desde luego,las posibilidades de su uso variarán en dependencia del objetivo que se persiga, elnivel de enseñanza donde se utilizará y las condiciones socio-culturales concretas enque tendrá lugar el proceso de enseñanza-aprendizaje.
3 Ejemplos de situaciones paradójicas y sus formas de utilización enla enseñanza
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en la comprensión matemática del infinito, pero las mentes de nuestros estudiantessiguen siendo bastante finitas.La noción de proceso infinito en los razonamientos matemáticos se remonta al menos alas famosas paradojas de Zenón de Elea. Una de las más conocidas es la argumentaciónde Zenón de que el movimiento es imposible.Supongamos que queremos ir desde el punto A hasta el B, por tanto antes debemospasar por el punto medio A+B2 = A1, y después tendremos que pasar por el puntomedio del segmento restante A1+B2 = A2 y así sucesivamente. Como para todo An,An < B y existe el punto medio del segmento que los une An+1 = An+B2 < B, entoncesnunca llegaremos a B, cualesquiera sean A y B. Luego ¡el movimiento es imposible! Sinembargo, la experiencia física nos dice que si el caminante se desplaza con velocidaduniforme, entonces recorrerá la distancia total en el doble del tiempo que necesitó parala primera mitad del camino. La esencia de este absurdo radica en que, para recorrercada uno de los infinitos segmentos en que se ha dividido AB, se necesitará un tiempofinito y la suma de infinitas cantidades finitas nuestra intuición nos sugiere que debeser infinita.La discusión de esta paradoja contribuye a que se exterioricen las ideas intuitivas delos estudiantes acerca de los procesos infinitos, ofrece la posibilidad de explicar, conrazonamientos heurísticos sencillos, que una suma de infinitos números puede conducira un valor finito. El gráfico mostrado, realizado sobre el cuadrado unidad e inspiradoen una idea presente en la obra del matemático del siglo XVII G. Saint-Vincent, ilustray convence de la validez de la igualdad 1 + 12 + 122 + 123 + · · · = 2, precisamente laque aparece en la discusión de esta paradoja.
Figura 1










Asociado a la noción de suma de una serie encontramos otro obstáculo en la asimila-ción del concepto: la identificación con un mismo símbolo del objeto “suma de la serie”y del proceso “hallar la suma”, es decir, estamos ante un procept en la terminologíaintroducida por Gray y Tall (1994). Un ejemplo muy frecuente de esta situación es ladificultad que presentan los estudiantes para comprender el significado de la repre-sentación decimal de los números cuando esta contiene infinitas cifras. En particular,los números 1 y 0, 999 . . . son considerados diferentes, aunque “infinitamente próxi-mos”, algunos incluso llegan a afirmar que “es el antecesor de 1”. Aceptan que 1/3es 0,333. . . pero si se les trata de explicar a través de la multiplicación por 3 en laigualdad 13 = 0, 333333 . . ., se sienten desconcertados, encuentran que algo anda mal.Es natural, ¡estamos multiplicando a un objeto “misterioso” por el familiar número 3!Situados en una perspectiva histórica, no es en absoluto de extrañar esta situación, larepresentación decimal de los números es un descubrimiento matemático relativamentetardío. Mientras las fracciones eran una herramienta habitual en la antigüedad clásica,la representación decimal se remite a las postrimerías del siglo XVI cuando en Europase había llegado a un estadio superior en la aritmética comercial y su aceptación por lacomunidad científica europea no estuvo exenta de dificultades, además no olvidemos quenuestro ejemplo trata con infinitas cifras. Precisamente, el proceso denotado a travésde esas infinitas cifras no es otro que el de sumar una serie geométrica, problemamuy semejante al discutido en relación con la paradoja de Zenón. La aclaración delsignificado de estos “números misteriosos” y la posibilidad de aprovechar un resultadoya conocido es una excelente oportunidad de contribuir a la formación paulatina delsignificado matemático de la noción de límite.El carácter ambiguo del concepto serie está relacionado con otro tipo de paradojashistóricas con alto valor formativo (Valdés & Sánchez, 2011). Por ejemplo, cuando deci-mos al alumno que “la serie 1+ 12 + 13 + ·+ 1n + · · · diverge”, el símbolo utilizado es elmismo que para una serie convergente y su suma. En cierto sentido, esta identificaciónsimbólica induce a una especie de analogía entre series divergentes y convergentes(y también con las sumas finitas), susceptible de ser extrapolada a la manipulaciónde estos objetos. La historia de la matemática está repleta de situaciones paradójicassurgidas de esta manipulación indiscriminada. El tratamiento de la suma con infinitossumandos 1 + 12 + 13 + ·+ 1n + · · · como si a ella pudiera asignársele un valor finito,permitió a Jacob Bernoulli realizar los cálculos siguientes:
1+ 12 + 13 + 14 + 15 + · · · =
(1 + 13 + 15 + 17 + · · ·
)+ 12
(1 + 12 + 13 + 14 + · · ·
) .
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consideró como un principio general aplicable a toda la ciencia y la filosofía y loutilizó profusamente en la elaboración de su cálculo con diferenciales.Su concreción en la paradoja de Bernoulli es la siguiente: En la igualdad anterior,cada término de la suma a la izquierda es mayor que el correspondiente de la sumaa la derecha, luego las sumas de un número finito de términos de la primera serieson mayores que las de la segunda (siempre que se sumen la misma cantidad desumandos), por tanto las sumas de las series deberían mantener la misma desigualdad.No solo para Leibniz sino también para Newton, Euler y la mayoría de sus con-temporáneos, el principio de continuidad fue una herramienta de trabajo insustituible,especialmente en la aplicación de las series, convergentes o divergentes, a la soluciónde numerosos problemas de la matemática y sus aplicaciones. Por supuesto, este usoindiscriminado los condujo a numerosas situaciones paradójicas, muchas de las quepueden transformarse en situaciones didácticas significativas.Cuando Cauchy siente la necesidad de fundamentar el cálculo sobre bases más solidas,las primeras definiciones que aparecen en su Cours d’Analyse son las de limite, conti-nuidad y convergencia de series. Cauchy estrenó sus definiciones para probar muchasde las propiedades que antes se admitían sin cuestionamiento y de paso desterró dela matemática a las series divergentes que tantas paradojas provocaban. Sin embargo,lo que Cauchy no advirtió es que esta medida discriminatoria lo situó ante una nuevaparadoja (más bien una metaparadoja): las series divergentes no tienen suma, por elloquedan excluidas del análisis matemático riguroso, pero son instrumentos útiles en laobtención de resultados nuevos y en las aplicaciones a la mecánica y la astronomía.Esta situación ambigua en la matemática permaneció hasta que, a fines del siglo XIX,se introdujeron diferentes algoritmos para sumar series divergentes, pero indudable-mente influyó seriamente en el rechazo de muchos de los contemporáneos de Cauchyen aceptar su nuevo enfoque del análisis (Sánchez & Valdés, 2004).
4 Algunas reflexiones generales sobre la problematización históricadel Cálculo
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preciso lograr que se exterioricen y puedan ser objeto del debate como forma de accesoa un nivel superior en la comprensión del material de estudio.Cuando la discusión de una paradoja saca a la luz las suposiciones subyacentes enlos razonamientos, se revela que una lógica deficiente, los razonamientos equivocadoso incompletos no son un hecho poco frecuente en la matemática. Lejos de prevenir loserrores, confronta a los alumnos con ellos, les muestra claramente sus deficiencias, suignorancia, los ponen en la situación de saber qué es lo que no saben. Platón lo expresónítidamente en su diálogo Menón o de la Virtud cuando pone en boca de Sócrates laspalabras siguientes:
Enseñándole a dudar ¿le hemos causado algún daño? [. . . ] le hemos puesto, ami parecer en mejor disposición para descubrir la verdad. Porque ahora, aunqueno sepa la cosa, la buscará con gusto. [. . . ] entonces creía saberlo y respondiócon confianza como si lo supiese; y no creía ser ignorante en este punto. Ahorareconoce su embarazo, y no lo sabe, pero tampoco cree saberlo.
5 Algunas experiencias personales en el uso de las situaciones para-dójicas
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de sentido, sino todas estas acciones surgen de la necesidad de resolver problemas, deracionalizar y organizar el saber y poder hacer más y mejor matemática significativa,porque como comentó un alumno participante en esta experiencia: trabajar solo con elestilo formal es como caminar con los ojos cerrados.
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